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Azalan Bozulma Oranina Sahip (DFR) Yeni bir
Yasam Dagilimi ve Parametrelerinin EM
Algoritmasi Kullanilarak Tahmin Edilmesi

Mehmet Fedai KAYA" Coskun KUS  Bugra SARACOGLU

OZET

Bu ¢alismada azalan bozulma oranina sahip iki parametreli yeni
bir yasam dagihmi onerildi. Onerilen dagilimin gesitli ozellikleri
incelendi ve parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri EM
algoritmast yardimiyla elde edildi. Daha sonra  bir simulasyon
galismasi yapilarak sonuglar degerlendirildi.

Anahtar Kelimeler: EM algoritmasu, iistel dagilim, poisson dagilimi,
yasam zamanit dagilim, bozulma(hazard) orani,
en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi, azalan bozulma
orani(DFR).

1. GIRIS

Bozulma oram fonksiyonunun zamanla azaldigi durumlar, bir ¢ok istatistikgi
tarafindan belirtilmigtir. Bunun 6rnekleri olarak, igyerlerinin iflasi(Lomax,1954), Boing
720 filosundaki ugaklarin havalandirma sistemindeki bozulmalar(Proschan, 1963) ve
entegre devre modiillerinin dmrii(Saunders and Mhyre, 1983) verilebilir. Genel olarak
bir populasyonun zamana bagli davranigi biyolojide bagisiklik “immune” ile karakterize
edildiginde o populasyonun azalan bozulma oranina sahip olmasi beklenir.

2. YASAM DAGILIMI VE KARAKTERISTIKLERI

{, f:l', bagimsiz ve aym f(y;8)=fe ”,B>0,y>0 yogunluguna sahip rasgele
|
e A

= 2 {01.2..} 2> 0 olasihik
<z

degiskenlerin bir dizisi olsun. Burada Z, f(z;1)=

fonksiyonuna sahip bir rasgele degiskendir. X = min ({K e ) olsun. O zaman,

f(x/Z;ﬁ)= ﬁ(z+ |)e-ﬂ[:+l),r

ve 0 =(B,A) olmak iizere

f(x;e):ﬁ[] +Ae‘”‘]e“"ﬂ"“‘""', x>0,1>0,>0
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olacaktir. Kolaylik olmasi bakimindan f (x;0)’ya EP(Exponential-Poisson) dagilimi
diyecegiz. X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu,

F(x;0)=1-e*P*" x50

medyani,

F(x,0)=1- g AP %

Burada denklemin kokii(medyan), Newton-Raphson yOntemini,

—log 2+ A+ fx) — Ae "

L4 0 _ =
B+ ABe™™
kullanarak elde edilir.
Beklenen degeri,
I—‘ -A
E(X)=—
AP

yasam fonksiyonu,
s(x;6)=1- F(x;ﬁ) = g prideh

bozulma(hazard) orani fonksiyonu da

h(x;@) = f(x;9 ){s(x;ﬁ)}" = [3(1 + /'le_‘ﬁ‘)
olup grafigi

Sekil 2. B =1 ve A =1 igin bozulma oraninin grafigi

bigimindedir. Buradan da goruldigi gibi EP dagilimi azalan bozulma orani (DFR)
ozelligine sahiptir.
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itmas1 Kullamlarak Tahmin Edi

Ortalama geriye kalan 6miir,

fix, i
m(x‘,,G):E(X—xU/XZx“)=e (l—e"’w )

seklindedir.
3. EM ALGORITMASI

EM algoritmasi, rasgele degiskenlerin bazilarinin gézlenmedigi yani kayip veya
tamamlanmamis oldugu durumlarda, parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahminlerini elde
etmek igin kullanilan ¢ok genel bir iteratif algoritmadir. EM (Expectation-
Maximization) terimi ilk kez (Dempster, Laird ve Rubin, 1977)’de ortaya atilmig ve
algoritmanin yapisi ve davranigi ile genel sonuglarin ispati ve ¢ok sayida uygulama bu
galismada sunulmustur.

Varsayalim ki ¥ =(¥,,....Y, ), fQ;e),e € R’ ortak o.(y.)f.’na sahip bir 6rneklem

olsun. Y,,...,Y, lerin hepsi gozlenmigse 6 'mn en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi, tam log-

olabilirlik fonksiyonunun * (’(9‘2)" maksimize edilmesiyle elde edilir. Burada,

P(8,1)= log L(@,1)= log f(x,ﬂ)
seklindedir.

EM algoritmast, f(ﬂ, X)‘nin 6’ya gore maksimize edilmesinin kolay fakat
gozlenen log-olabilirlik fonksiyonunun “ENLB,L J maksimize edilmesinin zor oldugu
durumlarda kullamghdir. Y ’nin bir kismi gozlenemediginde E(ﬁ,z) maksimize

edilemez. EM algoritmasi Y, verildiginde 8(9, ;ﬂ) nin kogullu beklenen degerini iteratif

olarak maksimize eder.

Y tam veriyi(complete data); ¥, , gozlenen veya tamamlanmayan(incomplete)

verileri;: Y, , kayip(missing data) veya sansirli verileri gostermek iizere Y 'yi
Y =(v,.Y, )seklinde ifade edebiliriz(Rubin, D.B., 1976).

1:0)=11,.5,:6)
VAN AV
Boylece
£y LQ:X,,J: e(a;i)"logfztzk/_}_’";aJ
Burada f, Y, 'nin ortak o.(y.)f., f,, Y, =) verilmigken Y, “min ortak o.(y.)f,
£, [9; Y, ) gozlenmig log-olabilirlik fonksiyonudur(observed log-likelihood)
E- adimi.

0(6:0")=El@.Y)Y, =y .0']
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M-adimi.

Elﬂ(ﬂ,x)/_}:" - L,B’J'yi maksimize eden @ degeri bir sonraki adimda 6“™"in

kullamlarak yakinsama gergeklesinceye kadar E ve M adimlan tekrar edilir.
Algortimanin yakinsadigi deger 0 "nin en ¢ok olabilirlik tahminidir(Little, R.J.A |
Rubin, D.B.,1987).

4. PARAMETRELERIN EN COK OLABILIRLIK TAHMIN EDICILERI

En ¢ok olabilirlik tahmin edicisini bulmak i¢in y, = (x,,i=1,...,n) olmak iizere

gozlenen verilerin olabilirlik fonksiyonu,

L(B; Y, ): ﬁ"ﬁ(l + e P
=
ve gozlenen verilerin log-olabilirlik fonksiyonu,
|0g[L(9: ¥, )]: P.(Q; Y, )= nlog(B)+ ilog(l + ﬁ.eqﬂ"")— naA - ﬁix, + li e P
. a1 i=l =l

seklindedir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini Newton-Raphson yontemiyle bulmak
icin (6:y,,, ) fonksiyonunun gradyent vektorii ve hessian matrisinin bulunmasi

gerekmektedir.
Buradaki tirev alma zorlugundan kurtulmak igin EM algoritmasini dnerecegiz.

-ni-— 3 +A 3 e M
A ﬂgl_ ﬁ.'%

{}ﬁ }:', bagimsiz ve ayni f(y; )= fe ™ ,B,ye R, yogunluguna sahip rasgele
e Ay

z!
fonksiyonuna sahip bir rasgele degiskendir. X = min ({Y, }:') olsun. O zaman,
X =(X,,X,,....X,) gozlenmis, Z =(Z,,Z2,,....Z, ) ler de gozlenemeyen veri’ ler olsun.

Burada Z kayip veri olarak diigtiniilebilir.

,z€ N, Ae R, olasihk

degiskenlerin bir dizisi olsun. Burada Z, P(z;p)=

Modelimiz tamamlanmamig veri problemi gibi  gortlebileceginden
parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde etmede EM algoritmasi
uygulanabilir.

EM algoritmasini uygulayabilmek igin varsayilan tam veri "nin dagihim
3 " B3 +),

S (x,z)=exp(- M)/l%:' H @' TIG +1)Be

i=1
x>0, z,=012,.., A>0, >0 , i=2,..n
seklindedir. Buradan da

loglf (x,2)]=-nA +_§;z,- log(A)+ logf[(Z.- )’ +logﬁ(z, +1hlog(B)- ﬁ!};(zf +1)x,

=]

veE
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Efloglf (x.2)]t=
=_m1+1og(a)$ Ez/x =xp929)+ E[:ogf[(z, ™ /g :5,16‘”,2}”}

i=l

+E[iogf1(zf +1)/&=£,B“’,l‘”J+nlog(ﬁ)—ﬁ$5[(2,- +1)X, /X = x B, 2]

olur, EM algoritmasinin E-adimini  gergeklestirebilmek icin  E(Z/X:0) kosullu
beklenen degerin hesaplanmasi yeterlidir.

i Y f(x,Z) _ Py i (Z!)" B(z+ ]}e"q{””"
f (Z/ ) f(_,.) ﬁ[l +ﬁ.€'ﬁ"}g"‘"ﬁ"+ﬁf m
ghPeic)ye (z+1)

Z!(l+/'le'ﬁ')

Buradan
w [Bre-aeP)az -},
e A (z+1) /'L(2+/"Le )t’
2/%) z_.=0Z 211+ Ae?) [+ Ae ™

elde edilir. EM algoritmasinin M adiminda ise tam veriyi kullanarak elde edilen en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisinde kayip veri olan Z,,i =1,...,n lerin yerine E(Z/X :0)
yazilarak EM algoritmasi elde edilir. Tam veriyi kullanarak elde edilen en gok
olabilirlik tahmin edicileri,

"

" =t -
BMLE - H{Z(Zs + I)X'} ’ Poi =1 zzi
i=l

i=l

seklindedir. Boylece

~ " (r) (1) -Bx, | -pYx, -1
ﬁ(rﬂ}:n{z(l (2+/1 e )3 _H}X}

i=l 1+ l{! )e_'ah %

" ~flr) = "‘]X*
A(ra(ﬂ;tme p x,}, p o
i=l 1+ AW P"X, ’

iTHI} -
olacaktir.

5. SIMULASYON ALGORITMASI

EP dagilimindan say1 tiretmek igin asagidaki iki alternatif yontem ileri
onerecegiz,

I. Yontem.
Z ~ Poisson().) bir sayi tretilir. Daha sonra Y,,Y,,...,Y.,, ~ Ustel() dan bir 6rneklem

alimir. X =Min(Y,,Y,,...,Y.,,), EP dagilimma sahip bir rasgele degiskendir.
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ILYontem. (Newton-Raphson Yontemi kullanilarak)

i. U ~ Diizgiin(0,1)’den bir sayi uretilir.

! —ax
i X0 = xO_ log(1—U)+ A+ BX ) — Ae P
B+ ABe "

alinmasi uygundur,

=4

AB
iteresyonunun yakinsadigi deger EP dagilimina sahiptir.
X X5 X, ~ EP(B=5,1=.3) bir orneklem ve B =100 ,A° =1 durumunda

(B, A)'min en gok olabilirlik tahmin edicilerinin EM iterasyonu sonucunda aldig1 degerler

X“”:

6,6 -
6.4
6.2
[
5.8 4
5,6 -
54 -
52 A

Beta Tahmini

o 100 200 300 400 500
Iterasyon

0 100 200 300 400 500
Iterasyon

X, X5 X 000 ~ EP(B=5,A=.9) bir 6rneklem ve B =100 , A° =3 durumunda
(8. 24) nin en ok olabilirlik tahmin edicilerinin EM iterasyonu sonucunda aldig: degerler

\

0 = N W & Wt N D

100 200 300 400 500

(=]
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0.9 4
0.8 1
0.7 1
0.6
0.5
0.4 4
0.2 4
0.2 1
0.1 A

lambda tahmini

0 100 200 300 400 500
Iterasyon

Burada durdurma kurali 8" — %) <& =0.00001 bi¢cimindedir.

6. SONUC

Elde edilen EP dagilimi DFR o6zelligine sahip olaylarin modellenmesinde
kullanilabilir. Newton-Raphson yontemiyle elde edilen parametrelerin en gok olabilirlik
tahminleri, EM algoritmasindan elde edilen sonuglarla karsilastirilir ve modele uygun
bir 6rnek bulunabilirse bu galigma giiglendirilebilir.
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A New Life Time Distribution with Decreasing
Failure and Estimation of Parameters using EM
Algorithm

ABSTRACT

In this study a two parameter distribution with decreasing failure
rate Is introduced. Various properties are discussed and the
estimators of parameters are obtanied by the method of maximum
likelihood wusing EM algorithm and results are evaluated with
simulation study.

Key Words: EM algorithm, exponential distribution, decreasing
failure rate (DFR), failure(hazard) rate, lifetime
distribution, maximum likelihood estimator,poisson
distribution
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