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Azıılan Bozulma Oranına Sahip (DFR) Yeni bir 
Yaşam Dağılımı ve Parametrelerinin EM 
AIgoritmasl Kullanılarak Tahmin Edilmesi 

Mehmet fedai KAYA' Coşkun KUŞ Buğra SARAÇOGlU 

ÖZET 

Bıı çalışmada azalan bozıılma oranına sahip iki parametreli yeni 
bir yaşam dagıhmı öneriIdi. Onerilen dagliımm çeşi/Ii özeJUkleri 
il/celeııdi ve parametreleriıı en çok olabilirlik tahmin edicileri EM 
algorUmasl yardımıyla elde edildi. Daha sonra bir simıılasyon 

çalışması yapılarak sonl/çlar degerlendirildi. 

Aııahlar Kelime/er: EM algorUmasl. (istel dag/lım. poisson dagılınıı. 
yaşam zamanı dagıhmı. bozıılma(hazard) oranı. 

eLi çok ole/bilir/ik tahmiıı edicisi, azalaıı bowlma 
oranı(DFR). 

Bozulma oranı fonksiyonunun zamanla azaldığ ı durumlar, bir çok istatistikçi 
tarafından belirtilmiştir. Bunun örnekleri olarak, işyerlerinin iflasl(Lomax, 1954), Boing 
720 filosundaki uçakların havalandırma sistemindeki bozulmalar(Proschan, 1963) ve 
entegre devre modüllerinin ömrü(Saunders and Mhyre, 1983) verilebilir. Genelolarak 
bir populasyonu n zamana bağlı davranışı biyolojide bağışıklık "immune" ile karakterize 
edildi ğinde o populasyonu n azalan bozulma oranına sahip olması beklenir. 

2. YAŞAM DAGILIMI vı; KARAKTERiSTiKLERi 

(Y, e', bağ,m"z ve aynı f(y; /3)= /3e' '', /3 > O, Y > O yoğunluğuna sahip rasgele 
-}. AZ 

deği şken l erin bir dizisi olsun. Burada Z, f(ı;,ı,)= _e - , ı E {O,ı,2, ... }, ,ı, > O ola" lo k 
ıL 

fonksiyonuna sahip bir rasgele değişkendir. X = min({YJ~~' ) olsun. O zaman, 

ve 8 = (/3,,ı,) olmak üzere 
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olacaktır. Kolay lı k o l ması bakımından f{x;$) 'ya EP(Exponent ial-Poisson) dağılımı 
diyeceğiz. X rasgele değişken i n dağılım fonksiyonu, 

medyanı, 

F(x;8) = 1_ e-H H
" -' =± 

Burada denk lemin kökü(medyan). Newton-Raphson yöntemini , 

kullanarak elde ed ilir. 

Beklenen değeri , 

yaşam fonks iyonu, 

bozulma(hazard) oranı fonksiyonu da 

olup grafiği 

~1.1) 

o 
Şekil 2. f3 ::; i ve A. ::; i için bozulma oranının grafiği 

biçimindedir. Buradan da görüldüğü gib i EP dağılımı azalan bozulma oranı (OFR) 
özell iğine sahiptir. 
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Az;ılan Bozulm a Onınına Sah iı) (DFR) Yeni bir Yaşam Da~ılım ı ve Parametrelerinin EM 
Algoritmas ı Ku llanılarak Tahmin Edilmesi 

Ortalama geri ye ka lan ömür, 

e" ( ->o ) nı(x,. e) =E(x-xoIX~xo)= {3A I - e-'-

şeklind edir. 

3. EM ALGoRİTMASı 

EM algoritması, rasgele değişkenlerin bazıl arın ın gözlenmediği yani kayıp veya 
tamamlanmamış o lduğu durumlarda, parametrelerin en çok olabilirlik tahmin lerini elde 
etmek için kullanılan çok genel bir iterat if a lgoriımadır . EM (Expectation­
Maximization) terimi ilk kez (Dempster, Lai rd ve Rubin, 1977)'de ortaya atılmış ve 
algoritmanın yapısı ve davranışı ile genel sonuç l arın ispatı ve çok say ıda uygulama bu 
çalışmada sunulmuştur. 

Varsayalım ki r = (Yı"'" Y,, ), 1v..;9 ),9 E 9t P ortak o.(y.)L ' na sahip bir örneklem 

o lsun. Yı , ... , Y" ' Ierin hepsi gözlenmişse e ' nın en çok olabil irl ik tahmin edicisi, tam log­

olabili rli k fonk siyonunun" e(e , JJ' maksimize edi lmesiyle e lde edilir. Burada, 

e(e .l')= log L(e. l' )= log J!.x..e ) 
şeklindedir. 

EM algoritması , e(e , .:~J nin e 'ya göre maksimize edil mesinin ko lay fakat 

gözlene n log-o labi lirlik fonksiyonunun" e ~ ~ ,!!.., )" maksimize edilmesin in zor olduğu 

durumlarda ku l lanış lı d ı r. r ' nin bir kı sm ı gözlenemediğinde e(e , J) maksimize 

edi lemez. EM algoritması .r~ verild iğind e e(e , 1) nı n koşu llu beklenen değerin i iteratİf 
olarak maksi mize eder. 

Y tam ver iyi(complete data); rı ,gözle nen veya tamamlanmayan(incomplete) 

verileri; rk , kayıp(missing data) veya sansürlü veri leri göstermek üzere Y'yi 

r = (r,. r. )şek l inde ifade edebi liriz(Rubin. D_B .• 1976)_ 

Jf..!::;e)= If..!::,. !::,; e ) 
= ~ f..!:: , ;e)!, f..!::,/!::,;e) 

Böylece 

Burada Iı, r t ' nin ortak o.(y.)f., Iz., r t =!!..ı verilmişken rJ: ' nın ortak o.(y.)f, 

e ~ te; y ) gözlenmiş log-olabi lirlik fonk siyonudur(observed log-li kelihood) -, 

E- adım ı. 
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M-adımı. 

Ele(e ,yJ/'f..ı = Lt ,e' J'yi maksimize eden e değeri bir sonraki ad ımda e ll'I )' in 

ku l lanılarak yakınsama gerçekleşi nceye kadar E ve M ad ım l arı tekrar edi lir. 

Algortiman ın yakınsadığı değer e ' nın en çok olabilirlik tahminidir(Little, R.J A., 
Rubin. D.B .• 198?). 

4. PARAMETRELERiN EN ÇOK OLABiLiRLiK TAHMiN EDiCiLERi 

En çok o labil irlik tahmin edic is ini bul ma k iç in Yt = (x;,İ = 1, ... , /1) olmak üzere 

gözlenen veri lerin olabilirlik fonksiyonu, 

~ -d-Pt \', +.1. tr ·'" 
L(O;Y,)= Il"I1(I+k~' } .. , ,,' 

1=1 

ve göz le ne n ver ilerin log-olabi lirlik fonksiyonu, 

log[L(O; y, )L= 1(0; y,l= Lo log{Il)+ :t log(1 + Ae .• ,. )- IOA - il i x, + AI e···· 
1=1 ;=1 , .. 1 

şek l inded ir . En çok olabilirlik tahmin edicilerini Newton-Raphson yöntemiyle bulmak 
için (i(e; y,,,,J fonksiyonunun gradyeııt vektötü ve hessian matrisinin bu lunması 

gerekmektedi r. 
Buradaki türevalma zorluğundan kurtulmak için EM algoritmasını önereceğiz. 

{I':}:;'. bağımsız ve aynı J{y; Il)= {3e '~ . Il. y E 91 , yoğunluğuna sahip rasgele 

" A" değişkenlerin bir dizisi o lsun. Burada Z, p(z;p) =_e __ ' ,ZE N, iLE <.R + olasılık 
zl 

fonksiyonuna sahip bir rasgele deği şkendi r. X = min ({y, r~;ı ) olsun. O zaman, 

X = (Xı> X 2' ... ' X ii ) gözlenmiş, Z = (21,22' ... ,211 )'Ier de gözlenemeyen veri' ler o lsun . 

Burada 2 kayıp veri o larak düşünülebilir. 

Modelimiz tamamlanmamış veri problemi g ibi götü lebileceğind en 
parametrelerinin en çok olabilirlik tahmin edicileri elde etmede EM algoritması 

uygulanabilir. 

EM algoritmasını uygulayabilmek için varsayılan tam veri ' nin dağılımı 

~>, " n -P:t ı:, +ı)" 
J~,;)=exp{-ıo,,)A'" I1 {ı,r I1 {ı,+I:\'l"e .. 

' =1 .=1 

X, > O. z, = 0.1.2 ..... A > O • Il> O • i = 1.2 .... , 10 

şek l indedir . Buradan da 

ve 

60 



Aza l ıln Bozulma Oranına Sahip (DFR) Yeni bi .. Yaşıım 
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E{log[/CK.,ım= 

Dağılımı ve Parametrelerinin EM 

li aı!!! :::::::::::: :: 

= -ıı.ı. + IOg(.ı.)~ dı'; x =!, /3ld,.ı.ld )+ Eı I Og O (ı, !t' ix =!, /3 Id, .ı.ld )+ 

::r; 

+ Eı I OgO (ı, + i)ix =!, f3l<l j d)+ Iılog(/3)- /3~E[(ı, + ı)x';x = !,/3 I<) ,.ı.I<) ] 
olur. EM algoritmasının E-adımını gerçek leştirebilmek için E(Zj X;8) koşullu 
beklenen değerin hesaplanması yeterlidir. 

Buradan 

el-' ''-«-'' I.ı.' (z + i) 
zl(l+k") 

- el- ' '' -''-· I.ı.' (2+ i) .ı.{2+ ,k-" ~-" 
E(ııx)= ~z z ı(ı + ,ı.e-") ı+,ı.e-" 

elde edilir. EM algoritmasının M adımında ise tam veri yi kullanarak elde edilen en çok 
olabilirlik tahmin edicisinde kayıp veri olan Z;,i:::: I, ... ,n ' Ier in yerine E(ZjX ;8) 
ya zılarak EM algoritması elde ed il ir. Tam veriyi kullanarak elde edil en en çok 
olabilirlik tahmin edicileri, 

olacaktır. 

5, SİMÜLASYON ALGoRİTMASı 

EP dağılımından sayı üretmek için aşağıdaki iki alternatifyöntem ileri 
önereceği z_ 

ı. Yöntem. 
Z - POisS011(A) bir sayı üret il ir. Daha sonra Yı' Yı ""'Yz+ ı - Üstel(/3) 'dan bir örneklcm 

alınır. X :::: Min (Yı 'Y2 , •.• , Yz+1 ). EP dağıl ımına sahip bir rasgele değişkendi r. 
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(I.yöntem. (Newton.Raphson Yöntemi kullanılarak) 

i. U - Düzgü,,(O, I)'den bir sayı üretilir. 

I (I U) , /3X I') L - I" " 
X {HI)= X{')_ og - +/\.+ - At:" 

H . , , 
{3 + A{3e-I'" 

) -, 
X (Oj ...., - e - -:,-,,-- alınması uygundu r. 

A{3 
i t eresyonuııun yak ı nsadığı değer EP dağı lımın a sahi ptir. 

:!!i l 

X I . X 2 • ••• ,X LOO - EP(j3 =5,A= .3) bir örneklem ve j3(O) = loo .;ı(O)= 1 durumunda 

((3,;ı) 'n ın en çok olabilirlik tahmin edici lerinin EM iterasyonu sonucunda aldığı değer l er 

••• 
' .' 

j ::: " 
1 5

•
6 ~ 

'.' -----5.2 

,~-----------------------, 
o 100 200 300 400 500 

O.' 
0.45 _0.'/ ~ 0.35 

S 0.3 
.. 0.25 
:ıl 0.2 
~ 0.15 

O., 
0.05 

"., .. yoıı 

O~--__ ----________ --____ ~ 

O ". ". 

X"X" ... ,X, ,,,,- EP({3=5,A=.9) bir örneklem ve {3 (O)= loo , A(0) = .3 durumunda 

(/3, A) 'n ın en çok olabi lirlik tahmin edicilerinin EM iterasyonu sonucunda aldığ ı değerler 

8 

:1'-----------, 
, 
, 
, 
O~----__ ----__ ----__ ----__ -----, 

o '" ıoo '" <00 "o 
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, 
0, 

._ 0,8 

.!: 07 

.li 0'6 . ' .. o.~ 

~ 0,4 
~ 0.3 

o,, 
o,, 
o~----__ ----__ --__ ----__ -----

,00 ,00 "" '00 "" herasyon 

Burada durdurma kuralı /3(1+1) - /3(1 ) < e = 0.00001 biçimindedir. 

6. SONUÇ 

Elde ed ilen EP dağılımı DFR özelliği n e sahip olay l arın modellenmesinde 
ku ll anı lab ilir. Newton-Raphson yöntemiyle elde edi len paramet relerin en çok olabilirlik 
tahminlerİ, EM algoritmasından elde edilen sonuçlarla karşılaşt ın lır ve modele uygun 
bir örnek bu lunabilirse bu çalı şma güçlendiri leb ili r. 
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A New Life Time Distribution with Decreasing 
Failure and Estimation of Parameters using EM 

AIgorithm 

ABSTRACT 

Iıı this sr/ldy a tıvO parameter distribııtion ıvirlı deere(ısiııg failııre 

rate is imrodııced. Variolis propertie.\· are discu5.\"ed aııd the 
esıimafors of parameten; are obıaııied by the method of n/(/xill/uııı 
fikelihood ıısiııg EM algorithm a/ld reslflt~· are eva!ı/(/ted ıviıh 

siııııı{atioıı study. 

Key Words: EM algorirlım, expoııeıııial disrributiOlI, deereasiııg 

failııre rare (OFRJ, fai!lıre(JwzardJ rare. liferime 
distribution. ıııaximııııı likefillood estimalOr,poissol/ 
disrribıııioıı 
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